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Ïðîãðàììà Ñîçäàíèÿ Òåîðèè Åäèíîãî Ïîëÿ

Êîíöåïöèÿ åäèíîãî ïîëÿ

Íà÷í¼ì ñ êîíöåïöèè åäèíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ èçâåñòíà
äîñòàòî÷íî äàâíî.

Ñîãëàñíî ýòîé êîíöåïöèè âåñü ìàòåðèàëüíûé ìèð
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðîå âåñüìà ñëîæíîå ðåøåíèå
åäèíîé íåëèíåéíîé ïîëåâîé ìîäåëè.

Â êîíöåïöèè åäèíîãî ïîëÿ

Âñå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû ïðåäñòàâëåíû
ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûìè ðåøåíèÿìè èëè
ñîëèòîíàìè ýòîé ìîäåëè.

Âñå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ, â òîì
÷èñëå, êîíå÷íî, ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö-ñîëèòîíîâ,
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåëèíåéíîñòè ìîäåëè.
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Ïðîãðàììà Ñîçäàíèÿ Òåîðèè Åäèíîãî Ïîëÿ

Âîïðîñ î òåíçîðíîì õàðàêòåðå ïîëÿ

Ïåðâûé âîïðîñ íà ýòîì ïóòè � ýòî âîïðîñ î òåíçîðíîì
õàðàêòåðå åäèíîãî ïîëÿ.

Íåëèíåéíîå îáîáùåíèå ýëåêòðîäèíàìèêè Áîðíà � Èíôåëüäà
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïðåäëîæåíèÿ åäèíîé ïîëåâîé ìîäåëè, â
êîòîðîé â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

Êàê èçâåñòíî, À. Ýéíøòåéí ðàññìàòðèâàë åäèíûå ïîëåâûå
ìîäåëè, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëÿ
ðàññìàòðèâàëîñü ïîëå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííàÿ Ïë¼íêà

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ïë¼íêà êàê åäèíîå ïîëå

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùåêîâàðèàíòíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííàÿ ñêàëÿðíàÿ ïîëåâàÿ ìîäåëü

Îáùåêîâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò.

Ñâîéñòâîì îáùåêîâàðèàíòíîñòè îáëàäàåò òàêæå èçâåñòíàÿ ìî-
äåëü íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè Áîðíà � Èíôåëüäà.

Ìîæíî âñòðåòèòü óïîìèíàíèå î ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè êàê
î ñêàëÿðíîå ìîäåëè Áîðíà � Èíôåëüäà, õîòÿ Ì. Áîðí è Ë.
Èíôåëüä î íåé íå ïèñàëè.

Ôîðìóëèðîâêà ýòîé ìîäåëè èìååò îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ è
ãåîìåòðè÷åñêè ÿñíóþ ôîðìó.

Îíà åñòü ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå ìîäåëè ìèíèìàëüíîé äâó-
ìåðíîé òîíêîé ïë¼íêè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííàÿ Ïë¼íêà

Åäèíîå ñêàëÿðíîå ïîëå

Ñîãëàñíî óêàçàííîìó îáîáùåíèþ èìååòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ÷å-
òûð¼õìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ïë¼íêà, âëîæåííàÿ
â ïÿòèìåðíîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.

Îäíàêî ýêñòðåìàëüíûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîäåëè ôîð-
ìóëèðóåòñÿ äëÿ äåéñòâèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé èíòåãðàë
ïî ÷åòûð¼õìåðíîìó îáú¼ìó.

Åäèíñòâåííîå ìîäåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíî äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè â ïëîñêîì
÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

Ïîëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïÿòóþ êîîðäèíàòó òî÷-
êè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè, çàâèñÿùóþ îò êîîðäè-
íàò ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííàÿ Ïë¼íêà

Îáúåäèíåíèå ýëåêòðîìàãíåòèçìà è ãðàâèòàöèè

Îáúåäèíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìî-
äåéñòâèé ðàíåå ðàññìàòðèâàëîñü àâòîðîì â ðàìêàõ íåëèíåé-
íîé ýëåêòðîäèíàìèêè òèïà Áîðíà � Èíôåëüäà.

Â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå èìååòñÿ äâà òèïà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñîëèòîíîâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, êîòîðûå ìîæíî íà-
çâàòü ñèëîâûì è ìåòðè÷åñêèì. Ñèëîâîå ñîîòâåòñòâóåò ýëåê-
òðîìàãíèòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö-ñîëèòî-
íîâ, à ìåòðè÷åñêîå � ãðàâèòàöèîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ ëþ-
áûõ ñîëèòîíîâ-÷àñòèö.1,2,3

1A. A. Chernitskii, Dyons and Interactions in Nonlinear (Born-Infeld)
Electrodynamics, J. High Energy Phys. 1999, No 12, Paper 10 (1999).

2A. A. Chernitskii, Born-Infeld equations, in Encyclopedia of Nonlinear

Science, ed. A. Scott (Routledge, New York and London, 2005), p. 67.
3À. À. ×åðíèöêèé, Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà: ñèíãóëÿðíûå

ñîëèòîíû è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, 360 ñ. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÈÍÆÝÊÎÍ,
2012; http://chernitskii.ru/books/.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííàÿ Ïë¼íêà

Ðåàëèñòè÷íàÿ ïîëåâàÿ ìîäåëü

Ñèëîâîå è ìåòðè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ-÷àñòèö õà-
ðàêòåðíû äëÿ ëþáûõ ðåëÿòèâèñòêè èíâàðèàíòíûõ ïîëåâûõ
ìîäåëåé, â òîì ÷èñëå è äëÿ ñêàëÿðíîé ìîäåëè.

Òàêèì îáðàçîì â ñêàëÿðíîé ïîëåâîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ïë¼íêè òàêæå ðåàëèçóåòñÿ îáúåäèíåíèå ýëåêòðî-
ìàãíåòèçìà è ãðàâèòàöèè.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííàÿ Ïë¼íêà

Ýëåêòðîìàãíåòèçì

Óðàâíåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè èìååò ñôåðè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íîå â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷íîå
ðåøåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé çàðÿæåííîé ÷àñòè-
öå.

Ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæóùååñÿ ðåøåíèå íàçûâàåì ñôåðîèäàëü-
íûì ñîëèòîíîì èëè ñôåðîíîì.

Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñôåðîíàìè â òåîðèè ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè òîæäåñòâåííî ýëåêòðîìàãíèòíîìó.4

4A. A. Chernitskii, About long-range interaction of spheroidal solitons in
scalar �eld nonlinear model, Journal of Physics: Conf. Series 938 (2017)
012029.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííàÿ Ïë¼íêà

Ãðàâèòàöèÿ

Ìåòðè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö-ñîëèòîíîâ â òåîðèè ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè èìååò âèä ãðàâèòàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö.5,6

Òàêèì îáðàçîì â òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáúåäèíÿþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå è ãðà-
âèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ.

5A. A. Chernitskii, Induced gravitation in nonlinear �eld models, Int. J.
Mod. Phys. Conf. Ser. 41 (2016) 1660119; arXiv:1808.10266.

6A. A. Chernitskii, Gravitation in uni�ed scalar �eld theory, Universe
2021 7 11. Îðèãèíàë ñòàòüè
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Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííàÿ Ïë¼íêà

Ôîòîíû â òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè

Íàéäåíû ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ôîòîíû.7,8

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ äîïóùåíèÿõ

Èìååòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ÷àñòîòû è ýíåðãèè
ñîëèòîíîâ ñ êîýôôèöèåíòîì â âèäå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà.

Èõ ìîìåíò èìïóëüñà èëè ñïèí íàïðàâëåí ïî èëè ïðîòèâ
íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ è ðàâåí ïîñòîÿííîé Ïëàíêà.

Ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè
èäåàëüíîãî ãàçà ñîëèòîíîâ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì
Ïëàíêà äëÿ èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷¼ðíîãî òåëà.

7A. A. Chernitskii, Lightlike shell solitons of extremal space-time �lm, J.
Phys. Commun. 2 (2018) 105013; arXiv:1506.09137. Îðèãèíàë ñòàòüè

Àâòîðñêèé òåêñò íà ðóññêîì ÿçûêå

8A. A. Chernitskii, Lightlike solitons with spin, J. Phys. Conf. Ser. 678
(2016) 012016.
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Ýêñòðåìàëüíûé Ìèðîâîé Îáú¼ì Ïðîñòðàíñòâåííî-Âðåìåííîé Ïë¼íêè

Ýêñòðåìàëüíûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ïîëÿ9

δA = 0 , A =

∫
V

√
|M| (dx)4 =

∫
V

−L dV , (1a)

ãäå M + det(Mµν), (dx)4 + dx0dx1dx2dx3,
V � ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáú¼ì,
dV +

√
|m| (dx)4 � ýëåìåíò ÷åòûð¼õìåðíîãî îáú¼ìà,

Mµν = mµν+χ2 ∂Φ

∂xµ
∂Φ

∂xν
, −L +

√∣∣∣∣1 + χ2mµν
∂Φ

∂xµ
∂Φ

∂xν

∣∣∣∣ (1b)
mµν � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïëîñêîãî ÷åòûð¼õ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ñèãíàòóðîé {−,+,+,+},
Φ � ñêàëÿðíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, χ � ðàçìåðíàÿ êîí-
ñòàíòà. Ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ {0, 1, 2, 3}.

9A. A. Chernitskii. Lightlike shell solitons of extremal space-time �lm.
Journal of Physics Communications, 2, 105013 (2018).
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Îáùàÿ êîâàðèàíòíîñòü ìîäåëè

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
√
|M| (dx)4 = −L dV â èíòåãðà-

ëå äåéñòâèÿ A (1), à çíà÷èò è ñàìî äåéñòâèå, èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÷åòû-
ð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ýòà èíâàðèàíòíîñòü ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà
äåòåðìèíàíòà òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà M + det(Mµν).

Ýòîò òåíçîð ìîæåò áûòü íàçâàí ìèðîâûì òåíçîðîì.

Ñàìî äåéñòâèå òîãäà ìîæåò áûòü íàçâàíî ìèðîâûì îáú¼ìîì.

Òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è äåéñòâèå ìîäåëè íåëèíåéíîé
ýëåêòðîäèíàìèêè Áîðíà � Èíôåëüäà.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå îáîáùåíèå ìîäåëè äâóìåðíîé

òîíêîé ïë¼íêè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïðîèçâåäåíèå χΦ èìååò ðàçìåðíîñòü äëèííû, òî åñòü ìåòð.
Ýòî åñòåñòâåííî äëÿ ïÿòîé êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîé ïë¼íêå.

Ïðåäñòàâëåíèå ïÿòîé êîîðäèíàòû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîí-
ñòàíòû χ ðàçìåðíîñòè ìåòð/Âîëüò è ïîëåâîé ôóíêöèè Φ
ðàçìåðíîñòè Âîëüò óäîáíî äëÿ ðàñ÷¼òîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýëåê-
òðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì.

Åñëè ïîëåâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ êîîðäèíàò Φ = Φ(x1, x2), òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü (1)
ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ ìèíèìàëüíîé äâóìåðíîé òîíêîé ïë¼íêè
â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì êîîðäèíàòà χΦ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âûñîòó ýòîé ïë¼íêè íàä ïëîñêîñòüþ {x1, x2}.
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Êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà

Êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà â Äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

−
→Tµν =

1

4π

(
Φµ Φν

−L
− −

mµν

χ2
−L
)
, Φα + −m

αβ ∂Φ

∂xβ
. (2)

ãäå −m
µν � äèàãîíàëüíàÿ ìåòðèêà ñ äèàãîíàëüíûìè êîìïîíåí-

òàìè {−1, 1, 1, 1}.

Êàê âèäíî, ïîëó÷åííûé êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ñèììåòðè÷åí.
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Ðåãóëÿðèçîâàííûé òåíçîð ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà

Äëÿ âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ýíåðãèè è èìïóëüñà â
áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé òåíçîð
ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà

→Tµν =
−
→Tµν −

∞
→Tµν , (3)

ãäå
∞
→Tµν � ðåãóëÿðèçóþùèé òåíçîð ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëü-

ñà, óäîâëåòâîðÿþùèé äèôôåðåíöèàëüíîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

∂
∞
→Tµν

∂xν
= 0 . (4)

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîñòîÿííûé ðåãóëÿðèçóþùèé òåíçîð
∞
→Tµν = − 1

4π χ2 −m
µν . (5)

Îäíàêî â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçóþùåãî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è
íåïîñòîÿííûé òåíçîð.

We have the conservation laws both for canonical and regularized
energy-momentum density tensors:

∂
−
→Tµν

∂xν
= 0 ,

∂→Tµν

∂xν
= 0 . (6)
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Óðàâíåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè

Â Äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååì óðàâíåíèå ìîäåëè

−
→Tµν

∂2 Φ

∂xµ ∂xν
= 0 , (7a)

ãäå
−
→Tµν � êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ (7a) íà (−4π χ2−L) ïîëåâîå óðàâíåíèå ïðè-
âîäèòñÿ ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó ðàäèêàëîâ:(

−m
µν
(

1 + χ2
−mσρ Φσ Φρ

)
− χ2 Φµ Φν

) ∂2 Φ

∂xµ ∂xν
= 0 . (7b)

Óðàâíåíèå (7) ïåðåõîäèò â îáû÷íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå ïðè
χ = 0:

−m
µν ∂2 Φ

∂xµ ∂xν
= 0 . (8)
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Ñèñòåìà Óðàâíåíèé Ïåðâîãî Ïîðÿäêà

Äóàëüíûé ÷åòûð¼õâåêòîð

Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï δA = 0 ñ äåéñòâèåì (??) äà¼ò ìîäåëü-
íîå óðàâíåíèå

1√
|m|

∂

∂xµ

√
|m|Υµ = 0 , (9a)

ãäå

Υµ +
Φµ

−L
, Φµ = mµν Φν , Φν +

∂Φ

∂xν
, (9b)

∂Φµ

∂xν
− ∂Φν

∂xµ
= 0 . (9c)

Çäåñü ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {Φµ}.
×åòûð¼õâåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè {Υµ} áóäåì íàçûâàòü äóàëü-
íûì âåêòîðîì ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè.
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Ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ äóàëüíîãî âåêòîðà

Èíâåðñèÿ ñîîòíîøåíèé (9b) äà¼ò

Φµ =
Υµ

=L
, =L +

√
|1− χ2 ΥΥ| , (10a)

ΥΥ + mµν Υµ Υν = mµν Υµ Υν , −L=L = 1 . (10b)

Èñïîëüçóÿ (9a), (9c) è (10), äëÿ ñëó÷àÿ 1−χ2 ΥΥ > 0 ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ
êîìïîíåíò äóàëüíîãî âåêòîðà {Υµ}:

1√
|m|

∂

∂xµ

√
|m|mµν Υν = 0 , (11a)

(
∂Υµ

∂xν
− ∂Υν

∂xµ

)(
1− χ2 ΥΥ

)
− χ2

(
Υµ

∂ΥΥ

∂xν
−Υν

∂ΥΥ

∂xµ

)
= 0 .

(11b)
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Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ àëãåáðà

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ àëãåáðà � ýòî ñèñòåìà ãèïåðêîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðå Êëèôôîðäà10,11,12. Îíà ñîäåðæèò
16 áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå èìåþò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå â Äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå ðàçëè÷íûõ ïðîèçâå-
äåíèé ìàòðèö Äèðàêà.

Óäîáíåå íå èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, à âñå âû-
÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿòü ïîñðåäñòâîì òàáëèöû íåêîììóòàòèâ-
íîãî óìíîæåíèÿ ìåæäó áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè â àëãåáðå.

Äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ èñïîëü-
çóåì îáîçíà÷åíèÿ {bµ}.

10À. À. ×åðíèöêèé, Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà: ñèíãóëÿðíûå

ñîëèòîíû è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, 360 ñ. CÏá., ÈÍÆÝÊÎÍ, 2012.
11Í. Í. Áîãîëþáîâ, Ä. Â. Øèðêîâ. Ââåäåíèå â òåîðèþ êâàíòîâàííûõ

ïîëåé. Ì. �Íàóêà�, 1984.
12À. Çîììåðôåëüä. Ñòðîåíèå àòîìà è ñïåêòðû. Ò. II. Ì. ÃÈÒÒË, 1956.
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Óðàâíåíèå äëÿ äóàëüíîãî âåêòîðà ïîëÿ ÏÂÏ

Çàïèøåì äóàëüíûé âåêòîð ïîëÿ ÏÂÏ ñ êîìïîíåíòàìè {Υµ} â
áåcêîîðäèíàòíîé ôîðìå:

ΥΥΥ = Υµ bµ . (12)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (11) äëÿ êîìïîíåíò âåê-
òîðà {Υµ} çàïèñûâàåòñÿ â ãèïåðêîìïëåêñíîé áåcêîîðäèíàòíîé
ôîðìå â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ:

∂ΥΥΥ = χ2

(
ΥΥ∂ \∧ΥΥΥ +

1

2
ΥΥΥ \∧

(
∂ΥΥ

))
, (13)

ãäå ∂ � âåêòîð ãðàäèåíòà, \∧ � àíòèñèììåòðè÷íîå ïðîèçâåäå-
íèå,

∂ + bµ
∂

∂xµ
,

1
C \∧

2
C +

1

2

(
1
C

2
C−

2
C

1
C

)
. (14)
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Äóàëüíûé êâàòåðíèîí ïîëÿ ÏÂÏ

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíà-
ìèêè13,14, óäîáíî ââåñòè äóàëüíûé êâàòåðíèîí ïîëÿ ÏÂÏ ïî
ôîðìóëå:

Ῡ + b0 ΥΥΥ = Υ0 + b0 bi Υi = Υ0 + bbi Υi , (15)

ãäå {bbi} � ïåðâûå òðè (èç øåñòè) áàçèñíûõ áèâåêòîðà, ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì êîîðäè-
íàò. Çäåñü è äàëåå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
1, 2, 3.

13Chernitskii A. A. Basic systems of orthogonal functions for space-time
multivectors. Advances in applied Cli�ord algebras, 2005, Vol. 15, no. 1.
P. 27�53.

14À. À. ×åðíèöêèé, Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà: ñèíãóëÿðíûå

ñîëèòîíû è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, 360 ñ. CÏá., ÈÍÆÝÊÎÍ, 2012.
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Ãèïåðêîìïëåêñíàÿ Ôîðìà Óðàâíåíèé

Óðàâíåíèå äëÿ äóàëüíîãî êâàòåðíèîíà ïîëÿ ÏÂÏ

Èç óðàâíåíèÿ äëÿ äóàëüíîãî âåêòîðà ïîëÿ ÏÂÏ (13) è îïðå-
äåëåíèÿ (15) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ äóàëüíîãî êâàòåðíèîíà
ïîëÿ ÏÂÏ:

·̄∂Ῡ = χ2

(
ΥΥ ·̄∂ \̄∧ Ῡ− 1

2

(
·̄∂ΥΥ
)
\̄∧ Ῡ

)
, (16)

ãäå ·̄∂ � êâàòåðíèîí ãðàäèåíòà, \̄∧ � àíòèñèììåòðè÷íîå ïðîèç-
âåäåíèå ñ ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèåé,

·̄∂ + − ∂

∂x0
+ bbi

∂

∂xi
,

1
C \̄∧

2
C +

1

2

(
1
C

2
C− ‡

2
C ‡

1
C

)
, (17)

‡ � îïåðàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè, ïðèìåí¼ííàÿ ê ãè-
ïåð÷èñëó, èçìåíÿåò âåçäå íàïðàâëåíèÿ òð¼õ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå: bi → −bi.
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Ñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ

äóàëüíîãî âåêòîðà ïîëÿ ÏÂÏ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ äóàëüíîãî âåêòîðà
ïîëÿ ÏÂÏ (11) èìååò òî÷íîå ñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ îäíîé
íåíóëåâîé ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà:

Υr =
q̄

r2
. (18)

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ äóëüíîãî âåêòîðà (9b) ñëåäóåò âûðà-
æåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ïîëåâîé ôóíê-
öèè:

∂Φ

∂r
=

q̄√
|r4 − r̄4|

, (19)

ãäå r̄ +
√
|q̄ χ|.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòèêîé ïðè r →∞ ýòî ðåøåíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò òî÷å÷íûé çàðÿä âåëè÷èíû q̄.
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Ïîêîÿùèéñÿ ñôåðîèäàëüíûé ñîëèòîí (ñôåðîí)

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè

Â ÷åòûð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè óðàâíå-
íèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-
í�îé ïë¼íêè èìååò ñòàòè÷åñêîå
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðå-
øåíèå:

Φ =
q̄

·r
�F 1

4
; 1
2
; 5
4

(
r̄4

·r4

)
, (20)

ãäå ·r � ñôåðè÷åñêèé ðàäèóñ
â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, ·r > r̄, �Fα;β;γ(z) � ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
r̄ +

√
|q̄ χ|.

1

·r

1

·r
�F 1

4
; 1
2
; 5
4

(
1

·r4
)
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Ýíåðãèÿ ïîêîÿ ñôåðîíà

Ýíåðãèÿ ïîêîÿ ñôåðîíà êîíå÷íà è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

E =
r̄3

χ2

!Γ(3/4) +
√
π !Γ(5/4)

3 !Γ(3/4)
≈ 0.77

r̄3

χ2
= 0.77

q̄3/2
√
χ
, (21)

ãäå !Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ àðãóìåíòà z.
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Äâèæóùèéñÿ ñôåðîí

Ïîñðåäñòâîì âðåìåíí�îãî ïîâîðîòà èëè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà ñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå (20) ïðåîáðàçóåòñÿ â äâèæóùèéñÿ
ñîëèòîí:

Φ =


q̄

·r
�F 1

4
; 1
2
; 5
4

(
r̄4

·r4

)
, ·r > r̄

q̄

r̄
�F 1

4
; 1
2
; 5
4
(1) , 0 6 ·r < r̄

, ·r =

√
(x0 − V x1)2

1− V 2
+ x22 + x23 .

(22)ÂÈÄÅÎ
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Êâàòåðíèîííîå Ïðåäñòàâëåíèå

Äóàëüíûé êâàòåðíèîí ïîëÿ ÏÂÏ äëÿ ñôåðîíà

Äóàëüíûé êâàòåðíèîí ïîëÿ ÏÂÏ äëÿ ñôåðîíà èìååò âèä

Ῡ =
◦
Ῡ +

q̄

·r2
·bbr , (23)

ãäå ·bbr � ðàäèàëüíûé áàçèñíûé áèâåêòîð ñîáñòâåííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ñôåðîíà,

·bbr +
(
cos ·ϕ ·bb1 + sin ·ϕ ·bb2

)
sin ·ϑ+ ·bb3 cos ·ϑ . (24)
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Ñêàëÿðíûå Ñôåðè÷åñêèå Ãàðìîíèêè

Âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Óðàâíåíèå ÏÂÏ â ïðåäåëå ñëàáîãî ïîëÿ Φ ïåðåõîäèò â îáû÷-
íîå ñêàëÿðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå:

∆Φ− ∂2Φ

(∂x0)2
= 0 . (25)

Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {r, ϑ, ϕ} îíî èìååò âèä:

1

r2
∂Φ

∂r

(
r2
∂Φ

∂r

)
+

1

r2 sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂Φ

∂ϑ

)

+
1

r2 sin2 ϑ

∂2Φ

∂ϕ2
− ∂2Φ

(∂x0)2
= 0 . (26)
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Ýëåìåíòàðíûå ñôåðè÷åñêèå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ {r, ϑ, ϕ} è èõ àñèìïòîòèêè ïðè r →∞ èìåþò âèä

◦hl
(
k r
)
Pml
(
cosϑ

)
ei(mϕ−ω x0) ∼ (−i)l+1

k r
Pml
(
cosϑ

)
ei(k r+mϕ−ω x0) ,

(27a)

′◦hl
(
k r
)
Pml
(
cosϑ

)
e−i(mϕ−ω x0) ∼ il+1

k r
Pml
(
cosϑ

)
e−i(k r+mϕ−ω x0) ,

(27b)
◦hl + ◦jl + i ◦yl ,

′◦h + ◦jl − i ◦yl , k2 = ω2 . (27c)

ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî ñôåðè÷åñêîé âîëíû,
◦hl è ′◦hl � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Õàíêåëÿ 1-îãî è 2-îãî ðîäà,
◦jl è ◦yl � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ 1-îãî è 2-îãî ðîäà,
l � àçèìóòàëüíûé èíäåêñ � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
m � ïîëÿðíûé èíäåêñ � öåëîå ÷èñëî, −l 6 m 6 l.
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Ñïèðàëüíûå ñôåðè÷åñêèå âîëíû

Φ =
1

2
Pml
(
cosϑ

) (
◦hl
(
k r
)

ei(mϕ−ω x0) + ′◦hl
(
k r
)

e−i(mϕ−ω x0)
)
,

(28a)

∼ 1

k r
Pml
(
cosϑ

)
sin
(
k r +mϕ− ω x0 − l π/2

)
. (28b)

k = ω > 0

ÂÈÄÅÎ

−k = ω > 0

ÂÈÄÅÎ

−k = ω < 0

ÂÈÄÅÎ

k = ω < 0

ÂÈÄÅÎ

Ðèñ. 1: Ñïèðàëüíûå âîëíû â ïëîñêîñòè x3 = 0 äëÿ m = 1.
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Ñêàëÿðíûå Ñôåðè÷åñêèå Ãàðìîíèêè

Êîëüöåâûå ñôåðè÷åñêèå âîëíû

Φ =
1

2
Pml
(
cosϑ

) (
◦hl
(
k r
)

+ ′◦hl
(
k r
))

cos
(
mϕ− ω x0

)
, (29a)

∼ 1

k r
Pml
(
cosϑ

)
sin
(
k r − l π/2

)
cos
(
mϕ− ω x0

)
. (29b)

k = ω > 0

ÂÈÄÅÎ

k = ω < 0

ÂÈÄÅÎ

Ðèñ. 2: Êîëüöåâûå âîëíû â ïëîñêîñòè x3 = 0 äëÿ m = 1.
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Óãëîâûå ãèïåðêîìïëåêñíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

Â ðàáîòå15 (ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ16) áûëè ââåäåíû ãèïåð-
êîìïëåêñíûå óãëîâûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ◦Clm

j = ◦Clm
j (ϑ, ϕ),

çàâèñÿùèå îò çåíèòíîãî ϑ è àçèìóòàëüíîãî ϕ óãëîâ ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

◦J 3 ◦Clm
j = m ◦Clm

j , (30a)

( ◦J )2 ◦Clm
j = l (l + 1) ◦Clm

j , (30b)

ãäå ◦J 3 è ( ◦J )2 � ñîîòâåòñòâåííî òðåòüÿ êîìïîíåíòà è êâàäðàò
èíôèíèòèçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ïîâîðîòà, èíäåêñ j ïðèíèìà-
åò ÷åòûðå çíà÷åíèÿ {s,−1, 0, 1}.

15Chernitskii A. A. Basic systems of orthogonal functions for space-time
multivectors. Advances in applied Cli�ord algebras, 2005, Vol. 15, no. 1.
P. 27�53.

16À. À. ×åðíèöêèé, Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà: ñèíãóëÿðíûå

ñîëèòîíû è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, 360 ñ. CÏá., ÈÍÆÝÊÎÍ, 2012.
À. À. ×åðíèöêèé ÍÎÖ Ôèç.-Ìàò. Íàóê è Èíô. Òåõíîëîãèé, ÑÏáÕÔÓ
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Êâàòåðíèîííûå Ñôåðè÷åñêèå Ãàðìîíèêè

Ñâÿçü ñ îáîáù¼ííûìè ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Ãåëüôàíäà

Ãèïåðêîìïëåêñíûå óãëîâûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ◦Clm
j âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç îáîáù¼ííûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, îïèñàííûå
È. Ì. Ãåëüôàíäîì ñ ñîàâòîðàìè17 è ïîäðîáíî èññëåäîâàííûå
Í. ß. Âèëåíêèíûì18. Îíè îáîçíà÷åíû P lnm.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãèïåðñêàëÿðíîé ôóíêöèè èìååì âûðàæåíèå

◦Clm
s + P l0m

(
cosϑ

)
eımϕ = Pml

(
cosϑ

)
eımϕ . (31)

ãäå ı � ãèïåðìíèìàÿ åäèíèöà (åäèíè÷íûé àíòèñèììåòðè÷íûé
òåíçîð ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà èëè ïñåâäîñêàëÿð), à â ôóíêöèÿõ
P l0m îáû÷íàÿ ìíèìàÿ åäèíèöà çàìåíåíà íà ãèïåðìíèìóþ. Pml
� ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà.

17Ãåëüôàíä È. Ì., Ìèíëîñ Ð. À., Øàïèðî Ç. ß. Ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû âðàùåíèé è ãðóïïû Ëîðåíöà. Ì. : ÃÈÔÌË, 1958.

18Âèëåíêèí Í. ß. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïï. Ì. : Íàóêà, 1991.
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Î âîëíîâîé ñòðóêòóðå âáëèçè ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà â òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè



Ââåäåíèå Ïîëåâàÿ Ìîäåëü Ñôåðîí Ñôåðè÷åñêèå Ãàðìîíèêè Âîëíîâûå Ìîäû Ñôåðîíà Çàêëþ÷åíèå

Êâàòåðíèîííûå Ñôåðè÷åñêèå Ãàðìîíèêè

Êâàòåðíèîííûå ñôåðè÷åñêèå âîëíû

Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèÿ (16) äëÿ äóàëüíîãî êâà-
òåðíèîíà ïîëÿ ÏÂÏ:

·̄∂Ῡ = 0 . (32)

Åãî ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ãèïåðêîìïëåêñíûå óãëîâûå ñôåðè÷åñêèå ôóíê-
öèè ◦Clm

j :

Ῡ =
(

Ῡlm
s ◦Clm

s + Ῡlm
−1 ◦Clm

−1 + Ῡlm
0 ◦Clm

0 + Ῡlm
1 ◦Clm

1

)
e−ıω x

0
,

(33)
ãäå Ῡlm

j = Ῡlm
j (r) � ãèïåðñêàëÿðíûå ôóíêöèè ðàäèàëüíîé êî-

îðäèíàòû, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Õàí-
êåëÿ, ı � ãèïåðìíèìàÿ åäèíèöà.

Çäåñü, òàêæå êàê è â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ âîëí, ìîæíî âûäåëèòü
ñïèðàëüíûå è êîëüöåâûå êâàòåðíèîííûå ñôåðè÷åñêèå âîëíû.

À. À. ×åðíèöêèé ÍÎÖ Ôèç.-Ìàò. Íàóê è Èíô. Òåõíîëîãèé, ÑÏáÕÔÓ
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Ýíåðãèÿ Ñôåðè÷åñêèõ Ãàðìîíèê

Ðàñõîäèìîñòü ýíåðãèè è ðàñòâîðåíèå â âîëíîâîì ôîíå

Ðàäèàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ïðè r →∞

Φ ∼ ei k r

r
(34)

ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè ýíåðãèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîñêîëüêó â ïðåäåëå ñëàáîãî ïîëÿ óðàâíåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ïë¼íêè ïåðåõîäèò â ëèíåéíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå,
òàêîé æå àñèìïòîòèêîé ìîãóò îáëàäàòü è ÷àñòèöû-ñîëèòîíû.

Îäíàêî, ýòî íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ òðóäíîñòüþ ìîäåëè, åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü íàëè÷èå â ìåæ÷àñòè÷íîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâîãî
ôîíà. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì.

Ýíåðãèÿ âîëíîâîãî ôîíà êîíå÷íà, íî î÷åíü âåëèêà. Âîëíîâîå
ïîëå ñîëèòîíà êàê áû ðàñòâîðÿåòñÿ â ýòîì âîëíîâîì ôîíå.
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Ýíåðãèÿ Ñôåðè÷åñêèõ Ãàðìîíèê

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ýíåðãèÿ

Îáû÷íîå âû÷èñëåíèå ýíåðãèè ÷àñòèöû-ñîëèòîíà ïî áåñêîíå÷-
íîìó ïðîñòðàíñòâó ïðåäïîëàãàåò ðåãóëÿðèçàöèþ òåíçîðà ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà →Tµν (3) ïîñðåäñòâîì âû÷èòàíèÿ ïî-
ñòîÿííîãî òåíçîðà (5).

Îäíàêî òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâëÿåìîå ê âû÷èòàåìîìó ðåãóëÿðè-
çóþùåìó òåíçîðó

∞
→Tµν , ñîñòîèò òîëüêî â óäîâëåòâîðåíèè äëÿ

íåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñîëèòîí-÷àñòèöó ñ àñèìïòîòèêîé íà áåñêîíå÷íî-
ñòè â âèäå íåêîòîðîé âîëíîâîé ìîäû ëèíåéíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçóþùåãî òåíçîðà ïëîòíîñòè
ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ýòîãî ñîëèòîíà ìîæíî âçÿòü òåíçîð ñî-
îòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé âîëíîâîé ìîäû.

Âû÷èñëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ýíåðãèÿ áóäåò
êîíå÷íîé.
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Çàðÿä ñ Âîëíîâûì Ïîëåì

Ñôåðîí â êà÷åñòâå íåëèíåéíîãî ðåçîíàòîðà

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âìåñòå ñî ñôåðîíîì èìååòñÿ òàêæå âîë-
íîâîé ôîí. Â ñèëó íåëèíåéíîñòè ïîëåâîé ìîäåëè ýòîò âîëíî-
âîé ôîí áóäåò âîçáóæäàòü íåêîòîðûå âîëíîâûå ìîäû ñôåðî-
íà.

Îáùàÿ çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ñèòóàöèè, ñîñòîèò â íà-
õîæäåíèè ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ èëè ñîëèòîííûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè, èìå-
þùèõ êðîìå ñòàòè÷åñêîé ñôåðîííîé êîìïîíåíòû òàêæå è ñî-
ñòàâëÿþùóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ïî âðåìåíè.

Çàäà÷à ýòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé.

Áîëåå ïðîñòîé âûãëÿäèò çàäà÷à ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî
óðàâíåíèÿ ÏÂÏ íà ôîíå ñôåðîíà â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷-
íîé ñëàáîñòè âîëíîâîé ñîñòàâëÿþùåé.
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Çàðÿä ñ Âîëíîâûì Ïîëåì

Îá àíàëîãè÷íîé çàäà÷å â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå

Áîðíà � Èíôåëüäà

Ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à î ðàññåÿíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû íà òî÷å÷íîì çàðÿäå â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìè-
êè Áîðíà � Èíôåëüäà ðåøàëàñü Ý. Øð¼äèíãåðîì. Äàííàÿ ïî-
ïûòêà å¼ ðåøåíèÿ íå ïðèâåëà ê êàêèì-òî èíòåðåñíûì ñ òî÷êè
çðåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ðåàëüíîñòè ðåçóëüòàòàì.

Â ìîíîãðàôèè ïî íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå19 (ñì. òàêæå
ïðèâåä¼ííûå òàì ññûëêè) îïèñàíî ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé
çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðåçîíàíñíûõ âîëíîâûõ ìîä ñôåðîèäàëü-
íîãî ðåøåíèÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ íà êîì-
ïüþòåðå. Ïðè ýòîì îáíàðóæèëîñü ñóùåñòâîâàíèå äèñêðåòíîãî
ñïåêòðà ÷àñòîò âîëíîâûõ ìîä.

19À. À. ×åðíèöêèé, Íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà: ñèíãóëÿðíûå

ñîëèòîíû è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, 360 ñ. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÈÍÆÝÊÎÍ,
2012.
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Ëèíåàðèçàöèÿ Óðàâíåíèé íà Ôîíå Ñôåðîíà

Ñóììà ñôåðîíà è ñëàáîé âîëíîâîé ìîäû

Ðàññìîòðèì ïîëåâóþ êîíôèãóðàöèþ äóàëüíîãî êâàòåðíèîíà

ÏÂÏ â âèäå ñóììû ñôåðîíà
◦
Ῡ (23) è âîëíîâîé ìîäû

∼
Ῡ:

Ῡ =
◦
Ῡ +

∼
Ῡ . (35)

Ïîäñòàíîâêà (35) â óðàâíåíèå äëÿ äóàëüíîãî êâàòåðíèîíà ïî-

ëÿ ÏÂÏ (16) è ëèíåàðèçàöèÿ ïî
∼
Ῡ äà¼ò ëèíåéíîå óðàâíåíèå

äëÿ íàõîæäåíèÿ ñëàáîé âîëíîâîé ìîäû:

·̄∂
∼
Ῡ = N ′

( ◦
Ῡ
)∼
Ῡ , (36)

ãäå N ′
( ◦
Ῡ
)
îáîçíà÷àåò ñëàáóþ ïðîèçâîäíóþ (Ãàòî) îò íåëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (16) ïðè Ῡ =
◦
Ῡ.
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Ñïåöèàëüíàÿ âîëíîâàÿ ìîäà

Ðàññìîòðèì âîëíîâóþ ìîäó ñïåöèàëüíîãî âèäà

∼
Ῡ = <

((
f0

(
ıω ◦Clm

s +
ı
√
l(l + 1)

2

(
◦Clm
1 + ◦Clm

−1
))

+ f1 ◦Clm
0

)
ω−l−2 e−ıω x

0

)
, (37)

ãäå f0 = f0(r) è f1 = f1(r) � íåèçâåñòíûå ãèïåðñêàëÿðíûå è
ãèïåðäåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé.

Âîëíîâàÿ ìîäà (37) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöåâóþ âðàùàþ-
ùóþñÿ âîëíó.

Ïðè f0 = ◦jl (ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà) è
f1 = f ′0 îíà ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì ãðàäèåíòîì ñîîòâåòñòâó-
þùåé âîëíîâîé ìîäû âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è ðåøåíèåì ëèíåé-
íîãî êâàòåðíèîííîãî óðàâíåíèÿ (32).
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Óðàâíåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

Ïîäñòàíîâêà ñïåöèàëüíîé âîëíîâîé ìîäû (37) â ëèíåàðèçî-
âàííîå êâàòåðíèîííîå óðàâíåíèå (36) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé f0 è
f1: (

1− r̄4

r4

)
f ′0 −

2 r̄4

r5
f0 = f1 , (38a)

f ′1 +
2

r
f1 +

(
ω2 − l(l + 1)

r2

)
f0 = 0 . (38b)

Ïîäñòàíîâêà f1 è f ′1 èç (38a) â (38b) äà¼ò óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà äëÿ f0:(

1− r̄4

r4

)
f ′′0 +

2

r
f ′0 +

(
ω2 − l(l + 1)

r2
+

6 r̄4

r6

)
f0 = 0 . (39)
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Ðåøåíèå Óðàâíåíèÿ äëÿ Ôóíêöèè f0

Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ

Ïåðåéä¼ì ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé r̃ + ω r è ââåä¼ì
íîâûé ïàðàìåòð ˜̄r + ω r̄ = ω

√
|q̄ χ|:(

1−
˜̄r4

r̃4

)
f̃ ′′0 +

2

r̃
f̃ ′0 +

(
1− l(l + 1)

r̃2
+

6 ˜̄r4

r̃6

)
f̃0 = 0 , (40)

ãäå f̃0 = f̃0(r̃) = f0(r).

Ïîäñòàíîâêà r̃ = ˜̄r (r = r̄) â óðàâíåíèå (40) äà¼ò óñëîâèå íà
ñôåðå ðàäèóñà ˜̄r:

f̃ ′0(˜̄r) =
1

2

(
l(l + 1)− 6

˜̄r
− ˜̄r

)
f̃0(˜̄r) . (41)
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Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Õàíêåëÿ

Ïðè ˜̄r = 0 óðàâíåíèå (40) ïåðåõîäèò â õîðîøî èçâåñòíîå óðàâ-
íåíèå

f̃ ′′0 +
2

r̃
f̃ ′0 +

(
1− l(l + 1)

r̃2

)
f̃0 = 0 , (42)

èìåþùåå â êà÷åñòâå äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ïàðó
ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Áåññåëÿ (◦jl è ◦yl) èëè Õàíêåëÿ (◦hl è ′◦hl).

Ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà èìååò âèä

◦hl(z) =
ei z

il+1 z

l∑
l′=0

(l + l′)!

(l − l′)! l′!
(−2 i z)−l

′
, (43)

âòîðîãî ðîäà ′◦hl = ∗◦hl � êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ê ◦hl.
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Î âîçìîæíûõ ðåøåíèÿõ

Èññëåäóåìîå óðàâíåíèå (40) ñîäåðæèò ïàðàìåòð ˜̄r, êîòîðûé
îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ðàäèàëüíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá.

Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f̃0(r̃) â óðàâíåíèè (40) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü ðàäèàëüíîé âîëíû.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàëè÷èå ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà â
óðàâíåíèè (40) ïðèâîäèò ê âûäåëåííîñòè îïðåäåë¼ííûõ äëèí
ðàäèàëüíûõ âîëí â ðåøåíèè.

Êàê ñëåäñòâèå, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äèñêðåòíûé ñïåêòð ÷à-
ñòîò ñëàáûõ âîëíîâûõ ìîä ñôåðîíà.
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Ðåøåíèå â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (40) äëÿ ôóíêöèè f̃0(r̃) â
âèäå

f̃0 = P̃ (r̃) ei r̃ , (44)

ãäå P̃ (r̃) � ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ ðÿäîì ïî îáðàòíûì ñòå-
ïåíÿì ïåðåìåííîé r̃.

Ïîäñòàíîâêà (44) â (40) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ÷ëåíîâ ðÿäà P̃ (r̃).

Â ñëó÷àå ˜̄r = 0 ðÿä îáðûâàåòñÿ íà îïðåäåë¼ííîì ÷ëåíå, çà-
âèñÿùåì îò ïàðàìåòðà l è ìû èìååì ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
Õàíêåëÿ (43).

Ïðè ˜̄r 6= 0 ðÿä íå îáðûâàåòñÿ è òðåáóåòñÿ àíàëèç åãî ñõîäèìî-
ñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ˜̄r.
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Óðàâíåíèå äëÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Çàïèøåì óðàâíåíèå (40) â îïåðàòîðíîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì
îáîçíà÷åíèé äëÿ îïåðàòîðîâ A è B:

f̃ ′′0 +
2

r̃
f̃ ′0 +

(
1− l(l + 1)

r̃2

)
f̃0 =

˜̄r4

r̃4

(
f̃ ′′0 −

6

r̃2
f̃0

)
, (45a)

⇐⇒ A f̃0 = B f̃0 . (45b)

Èç ïîñëåäíåãî îïåðàòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì

f̃0 = A−1B f̃0 , (46)

ãäå äåéñòâèå îïåðàòîðà A−1 îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ äëÿ ñôåðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé Áåññåëÿ è Õàíêåëÿ (42).
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Ðåøåíèå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (46) ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïðèãîäíî
äëÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé:

f̃
(n+1)
0 = A−1B f̃

(n)
0 , (47)

ãäå f̃ (n)0 � ïðèáëèæåíèå n-îãî ïîðÿäêà, ïðè÷¼ì íà÷àëüíîå ïðè-

áëèæåíèå f̃ (0)0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (äåéñòâèåì îïåðàòîðà A−1B íà íîëü) èëè ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Õàíêåëÿ.
Òîãäà

f̃
(1)
0 = A−1B (C1 ◦hl + C2

′◦hl) . (48)

Ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëÿþò àìïëèòóäó è ôàçó âîëíîâîé
ìîäû. Ïðè ýòîì ôàçà ôèêñèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (41) ìåæäó
f̃0 è f̃ ′0 ïðè r̃ = ˜̄r. Àìïëèòóäà âîëíîâîé ìîäû îñòà¼òñÿ ïðîèç-
âîëüíîé, ÷òî è äîëæíî áûòü â ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè.
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Àíàëèç ðåøåíèÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé Õàíêåëÿ C1 ◦hl +C2
′◦hl, êàê îá-

ùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæèòñÿ â ðåøåíèè
ëþáîãî èç èòåðàöèîííûõ óðàâíåíèé (47).

Ýòó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìîæíî ó÷èòûâàòü â ïðèáëèæ¼í-
íîì ðåøåíèé îäèí ðàç, à â êà÷åñòâå ðåøåíèé êàæäîãî èòåðà-
öèîííîãî óðàâíåíèÿ áðàòü òîëüêî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñ íóëåâû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ñôåðå r̃ = ˜̄r: f̃0(˜̄r) = f̃ ′0(˜̄r) = 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü àñèìïòîòèêó îá-
ùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â èòåðàöèîííûõ óðàâ-
íåíèÿõ (47) íà áåñêîíå÷íîñòè (r̃ →∞) ñ îïðåäåë¼ííîé àìïëè-
òóäîé:

C1 ◦hl + C2
′◦hl ∼

˜̄r

r̃
sin(r̃ + φ0) =

r̄

r
sin(r̃ + φ0) . (49)
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Âîçìîæíûå ðåçîíàíñíûå ìîäû

Ïðè îïðåäåë¼ííîé çàäàííîé àìïëèòóäå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, àñèìïòîòèêà ïðèáëèæåíèÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

f̃0 ∼
a

r
sin(r̃ + φ) . (50)

ãäå àìïëèòóäà a = a(ω) çàâèñèò îò ÷àñòîòû âñëåäñòâèå èíòåð-
ôåðåíöèè ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ â ïðèáëèæåíèè.

Èññëåäîâàíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîêàçàëî, ÷òî ôóíêöèÿ
a(ω) ìîæåò èìåòü îòíîñèòåëüíî ðåçêèå ìèíèìóìû, ÷òî ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò.

Ïðè çàäàííîé àìïëèòóäå âîëíîâîãî ôîíà, â ðàâíîâåñèè ñ êî-
òîðûì íàõîäèòñÿ âîëíîâàÿ ìîäà ñôåðîíà, ìèíèìóì ôóíêöèè
a(ω) ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó àìïëèòóäû âîëíîâîé ìîäû.
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Äåôîðìàöèÿ ñèíãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ïîä äåéñòâèåì

âîëíîâîé ìîäû

Ñèíãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îáðàùåíèåì
â íîëü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè =L
(10):

1− χ2 ΥΥ = 0 , (51)

ãäå ΥΥ + mµν Υµ Υν � èíâàðèàíò äóàëüíîãî âåêòîðà.

Äëÿ ñôåðîíà ýòà ïîâåðõíîñòü ñôåðè÷åñêàÿ ñ ðàäèóñîì r̄.

Âîëíîâàÿ äîáàâêà ê ñôåðîíó åñòåñòâåííî äåôîðìèðóåò ýòó
ñèíãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü è äåëàåò å¼ äèíàìè÷åñêîé.

Íåëüçÿ èñêëþ÷èòü è èçìåíåíèå òîïîëîãèè ýòîé ïîâåðõíîñòè,
íàïðèìåð, ïðåâðàùåíèå â êâàçè-òîðîèäàëüíóþ.
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Ðåøåíèå Óðàâíåíèÿ äëÿ Ôóíêöèè f0

Âîçìîæíàÿ àñèìïòîòèêà ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ñîëèòîíîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-
ìåííîé ïë¼íêè ðåàëüíûì ìàññèâíûì ýëåìåíòàðíûì ÷àñòè-
öàì, â ÷àñòíîñòè, ëåïòîíàì, ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå òîðîè-
äàëüíûå êîíôèãóðàöèè20,21.

Ñòðîèëîñü ðåøåíèå èñõîäíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè â òîðîèäàëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì
êâàçè-ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Èñêîìîå ðåøåíèå îáëàäàåò ýëåê-
òðè÷åñêèì çàðÿäîì è ïåðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè.

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòî ðåøåíèå èìååò àñèìïòîòèêó
òî÷å÷íîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòè r →∞. Ïðè
ýòîì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñïàäàåò êàê ∼ r−6

20A. A. Chernitskii, About toroidal soliton-particle of extremal
space-time �lm, Journal of Physics: Conf. Series 1435 (2020) 012054.

21À. À. ×åðíèöêèé, Î ëåïòîíàõ â òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ïë¼íêè, Ý×Àß 54 � 4 (2023) 824-838.
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Ïåðñïåêòèâû Îïèñàíèÿ è Êëàññèôèêàöèè Ýëåìåíòàðíûõ ×àñòèö

Î ïîèñêå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìîäåëåé

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö

Êîíöåïöèÿ åäèíîãî ïîëÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñå íàáëþäàåìûå
ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû ñîëèòîí-
íûìè ðåøåíèÿìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîäåëè.

Ñêàëÿðíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïë¼íêè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé.

Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ ïîèñêà ýòèõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ãè-
ïåðêîìïëåêñíîå óðàâíåíèå äëÿ äóàëüíîãî êâàòåðíèîíà ïîëÿ.

Èìååòñÿ òî÷íîå ñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ, íàçâàííîå ñôåðîíîì, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷å÷íîé çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöå.

Åñòåñòâåííî, ÷òî âñå çàðÿæåííûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû â
òîì èëè èíîì âèäå ñîäåðæàò ýòî ðåøåíèå, âîçìîæíî, òîëü-
êî â àñèìïòîòèêå íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Âûâîäû

Âûâîäû

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ãèïåðêîìïëåêñ-
íîé ôîðìå äëÿ äóàëüíîãî êâàòåðíèîíà ïîëÿ ÏÂÏ.

Ïîëó÷åíî ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå âáëèçè ñôåðîíà
äëÿ ñëàáîé âîëíîâîé ìîäû.

Ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ äâóõ
ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé êîëüöåâîé âîëíîâîé ìîäû è óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ îäíîé èç ôóíêöèé.

Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðåäëîæåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìåòîäîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.
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Âûâîäû

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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