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Now machine learning methods have been widely used 
in nuclear physics. 

In my talk, I will consider only one problem: the 
extrapolating results of NCSM (variational) calculations to 
large model spaces. 

Problem
6Li, NCSM with Daejeon16
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As input, we have a set of NCSM energies (or other 
observable) in different model spaces 𝑵𝒎𝒂𝒙 as a 
functions of the ℏΩ. 

We need to extrapolate this data to the large 
𝑵𝒎𝒂𝒙
𝒇 (we use 𝑵𝒎𝒂𝒙

𝒇 = 300) in order to estimate the 
binding energy (rms radii, etc.).The number of basis functions 

grows exponentially with Nmax
14F, Nmax=8: 1 990 061 078



Artificial Neural Networks (ANNs)
q Topology   
q Training
q

Extrapolation algorithm
q Selection of input data 
q Array of predictions  
q Selection of ANNs

Applications:
q 6Li: ground and excited (3+0), (0+1) states (energy, rms-radii)
q 6He, 6Be: ground states (energy, rms-radii)
q 10Be, 10C: quadrupole moments and probabilities of 𝐸2 transitions

Outlook



We modified approach
G. A. Negoita et al. PRC 99, 054308 (2019).
 

More complicated topology:
3 hidden layers with 10 neurons in each

Artificial Neural Networks
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Input layer: Nmax , ħΩ
Output layer: Energy, rms-radii, ets.
The neurons collects all input signals 𝒙𝒒

𝒋 and calculates 
a net signal 𝑥'( as the weighted sum of them:
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Then results transforms by activating function: 
linear            𝑓' 𝑥 = 𝑥
or sigmoid 𝑓' 𝑥 = 1/[1 + exp −𝑥 ])
and transmit to next layer.

Weights 𝝎𝒑
𝒊𝒋 and biases 𝒃𝒑𝒊 are trainable parameters

(261)

1. We do not have any problems with ANNs
overfitting. We use all the data to train
the networks. 

2. More stable predictions    



q Training a neural network consists of searching such 
weights 𝝎𝒑

𝒊𝒋 and biases 𝒃𝒑𝒊 that an acceptable level of 
error between the desired and predicted results is 
achieved. The difference between desired and predicted 
outputs is measured by the loss function L. 
We use mean-square error (MSE).

q After each pass of signals through the ANN (epoch) 
and obtaining predictions, the L is calculated. 
Then using the Adam algorithm, the weights
and biases are changed to minimize the L. 

q The training process is controlled by hyperparameters, 
a set of which we identified and tested in the 
extrapolation of variational calculations with the realistic 
Nijmegen II NN potential of the deuteron ground state 
energy.

ANN: training
deuteron,  Nijmegen II 
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q We use an ensemble of ANNs with identical hyperparameters,
but different initial values of the weight coefficients.
We train 1024 neural networks.

q Before the training, the weights 𝝎𝒑
𝒊𝒋 are randomly initialized in the interval

−
6

𝑛$ + 𝑛$%&

&
'
,

6
𝑛$ + 𝑛$%&

&
'
,

𝑛$, 𝑛$%& are the numbers of neurons in neighboring layers.

Initial biases 𝒃𝒑𝒊 are set to zero.

Extrapolation algorithm



The preliminary selection of input data
plays an important role.

Extrapolation:
We use: 
for energy: from minimum E./(ℏΩ) up to 40 MeV
for rms-radii: from 12.5 up to 40 MeV 

ISU /PRC 99(2019)/
ISU-a: all data
ISU-b: from 10 up to 30 MeV

TUDa /PLB 839(2023)/
from 10 up to 20 MeV 
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All selected input data scale on interval [0,1] 
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Obtaining an array of predictions 
by generation results for the model spaces 
Nu

max+2, Nu
max+4, … Nf

max (Nf
max=300) 

for all values of ħΩ

array of predictions

selection of input data



Extrapolation: selection of trained ANNs
Not all trained neural networks will provide reliable predictions. 
So, it is important to have criteria to select obviously incorrectly trained networks.

Criteria what we use :

• “Soft” variational principle (for energy). 
Predictions can a little violate variational principle. 
Total violation at Nf

max=300 not exceed~ 5 keV.
• No dependence on ℏΩ of predictions at large Nf

max=300.
• “Convergence” principle (for energy) 

For each NN we define such Nc
max (Nu

max < Nc
max < Nf

max ) starting from which the following 
conditions are satisfied: 
1) for fixed model space the difference between the maximum and minimum of E(ℏΩ) 

not exceed 0.02 MeV; 
2) the difference between the minimum energy values in neighboring spaces Nc

max , Nc
max+2

not exceed 0.001 MeV.
Then from the obtained distribution ANNs we select 80 % networks with minimal values of Nc

max .
• Additionally we exclude 5% of networks with the highest loss function values 

to eliminate obvious outliers in training quality.



Extrapolation: selection of trained ANNs
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As a result of selection
from the initial ensemble 
with 1024  ANNs 
remains 500-800 networks, 
what provides a fairly 
high statistical 
significance 
of our predictions. 

For comparison: 
in PRC99(2019) from 
~400 000 trained ANNs 
selected only 50 ones. 

NmaxNmax



Extrapolation:

Statistical postprocessing of results

To correctly take into account the asymmetry 
of the obtained distribution, we divide it into 4 areas, 
each of which contains 25% selected ANNs (quartiles).

The position of the median (dotted line) is taken 
as the energy prediction =𝐸, the difference between 
the median and quartiles (dashed lines) is taken 
as the corresponding  errors Δ𝐸+, Δ𝐸0 
(range of results Δ𝐸 = Δ𝐸+ + Δ𝐸0).

We eliminate networks with results out 
the interval [ =𝐸 − Δ𝐸0 − 1.5Δ𝐸, =𝐸 + Δ𝐸+ + 1.5Δ𝐸]
and repeat the procedure again.

The updated values =𝐸, Δ𝐸+, Δ𝐸0
are the final predictions.



The 6Li nucleus is of particular interest to us, since this 
nucleus investigated in other approaches with using ANN’s: 
ISU, TUDa.

Moreover, all approaches use training sets based on the 
results of calculations in the NCSM with NN interaction 
Daejeon16 in model spaces up to Nu

max = 18 

But the topology of the neural network, the selection of 
input data and some individual aspects of this approaches 
are different.

Results: 6Li(gs 1+0).  NCSM, Daejeon16 E, MeV
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ISU-a: ħΩ [8, 50] MeV
ISU-b: ħΩ [10, 30] MeV

TUDa:  ħΩ [10, 20] MeV

Extrap. B: Nmax = 18 
ТТЕ: Nmax = 14



Results:  6Li(gs, 1+0). ANN
Energies (Nu

max = 18)
ISU-a: ħΩ [8, 50] МэВ
ISU-b: ħΩ [10, 30] МэВ
TUDa:  ħΩ [10, 20] МэВ
Extrap. B: Nmax = 18                  

Экстраполяция методами машинного обучения рассчитанных в МОБИК характеристик ядер 6He, 6Li и 6Be5

Полученные предсказания энергии основного со-
стояния 6Li лежат ниже экспериментального значе-
ния на 41 кэВ. Перевязка наблюдается и для энер-
гий основных состояний ядер 6He и 6Be (160 кэВ
и 256 кэВ, соответственно), а также для состояний
(3+, 0) и (0+, 1) ядра 6Li (320 кэВ и 118 кэВ).

Предсказания rms-радиусов rp, rn и rm (табл. 2)
для ядра 6Li выше, чем экспериментальные данные
[32] и результаты экстраполяции TTE [13], получен-
ные в МОБИК с потенциалом Daejeon 16 в модель-
ных пространствах Nmax ≤ 14. Наши предсказания
rp хорошо согласуются с моделями ISU-b и TUDa и
лежат чуть ниже результатов модели ISU-a. Приме-
чательно, что lля ядра 6He yfib предсказания rms-
радиусов совпадают с экспериментальными данны-
ми в пределах погрешностей (в то время как пред-
сказанная энергия лежит немного ниже эксперимен-
тального значения) и расположены выше экстрапо-
ляции ТТЕ [12]. По сравнению с основным состояни-
ем, в случае первого возбужденного состояния (3+, 0)
ядра 6Li неопределенности экстраполяций rp, rm и rn
значительно больше. Как и в основном состоянии, их
значения близки друг к другу и немного меньше со-
ответствующих значений в основном состоянии, но
перекрываются с ними с учетом погрешностей экс-
траполяции.

Сходимость по мере роста Nu
max результатов экс-

траполяций энергий и rms-радиусов представлены на
рис. 1 и 2. Предсказания энергий демонстрируют хо-
рошую сходимость как для основных состояний 6Li
и 6He и возбужденных состояний ядра 6Li, так и
для несвязанного основного состояния ядра 6Be. По-
грешности предсказаний сравнимы с численной точ-
ностью расчетов МОБИК (1 кэВ) и не превышают
погрешностей экстраполяций ISU-a, ISU-b и TUDa.

Предсказания rms-радиусов основных состояний
ядер 6Li и 6He демонстрируют в целом хорошую
сходимость. Ядро 6Be несвязанное, поэтому неуди-
вительно, что rms-радиусы увеличиваются с ростом
Nu

max. Тенденция к росту rms-радиусов наблюдается
также и для возбужденного состояния (0+, 1) ядра
6Li. Отметим, что сходимость rms-радиуса rp в вари-
анте ISU-a смотрится лучше по сравнению с вариан-
том ISU-b.

Второе возбужденное состояние (0+, 1) ядра 6Li и
основные состояния (0+, 1) ядер 6He и 6Be образу-
ют изоспиновый триплет. Сравнение энергий и rms-
радиусов этих состояний позволяет получить ценные
сведения об их структурном сходстве и различии. В
отличие от состояния (0+, 1) в 6Li, rms-радиус rp яд-
ра 6He значительно меньше радиуса rn, что свиде-
тельствует о двухнейтронной гало-структуре этого
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Рис. 1. Сходимость результатов экстраполяции энер-
гии (слева) и rms-радиусов (справа) основного состо-
яния ядра 6Li. Обозначения — в легенде.
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Рис. 2. Сходимость результатов экстраполяции
энергии (верхние панели) и ms-радиусов (нижние
панели) изотопического триплета состояний ядер
6He(gs), 6Li(0+, 1), 6Be(gs). Обозначения — в легенде.

ядра; rms-радиус материи rm лежит между этими
двумя значениями, удовлетворяя с хорошей точно-
стью известному соотношению Ar2m = Zr2p +Nr2n.

4. Заключение.

В рамках метода машинного обучения, предложен-
ного в работе [16] и модифицированного нами [22,23],
проведена экстраполяция энергий и среднеквадра-
тичных радиусов распределений точечных протонов,
нейтронов и нуклонов, рассчитанных в МОБИК NN -

Письма в ЖЭТФ
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ТТЕ: Nmax = 14
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Energy extrapolations (in MeV) for nuclei 6He, 6Li и 6Be: our results, ISU-a и TUDa (all
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max = 18, extrap. B (Nmax = 18).
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Results: 10Be (2+à0+)
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Рис. 1: 10Be, Mn/Mp. Черные кружки — экстраполяция ANN (неполные данные) непосредственно величины Mn/Mp,
красные ромбики — отношение экстраполяций Mn к Mp, косой крестик — сошедшийся результат [1], exp. 1 — экспе-
римент [2]. Слева: серая полоса — диапазон наших предсказаний для Nu

max = 12, фиолетовые горизонтальные линии —
границы результатов PRC.
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Рис. 2: 10Be, MnQp/MpQn. Черные кружки — экстраполяция ANN непосредственно MnQp/MpQn (неполные данные),
красные ромбики — та же величина, рассчитанная на основе экстраполяций величин Mn, Mp, Qn, Qp по отдельно-
сти, косой крестик — сошедшийся результат [1]. Слева: серая полоса — диапазон наших предсказаний для Nu

max = 12,
фиолетовые горизонтальные линии — границы результатов PRC.

blue – all data
black – [12.5,40] MeV 

Mn/Mp

MnQp/MpQn

10Be ANN, our results PRC 110 (2024)

Mn/Mp 0.96+0.03
−0.03 0.96(4)

MnQp/MpQn 1.455+0.003
−0.025 1.45(27)

B(E2) 9.63+0.33
−0.64 9.48(2)

B(E2)/Q2
p 0.274+0.009

−0.013 0.29(1)

Таблица I: 10Be

10C ANN, our results PRC 110 (2024)

Mn/Mp 0.97+0.06
−0.03 0.98(4)

MnQp/MpQn 0.618+0.002
−0.002 0.62(15)

B(E2) 11.91+0.77
−0.56 12.7(8)

B(E2)/Q2
p 0.73+0.01

−0.09 0.76(6)

Таблица II: 10C



Results: 10Be (2+à0+)
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Рис. 3: 10Be, B(E2)(2+ → 0+). Черные кружки — экстраполяция ANN непосредственно B(E2) (неполные данные),
красные ромбики — та же величина, рассчитанная на основе экстраполяций величины Mp по формуле M2

p/5, звездочка
— cross-point [1], exp. 4 — эксперимент [3]. Слева: серая полоса — диапазон наших предсказаний для Nu

max = 12,
фиолетовые горизонтальные линии — границы результатов PRC.
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→ 0+). Черные кружки — экстраполяция ANN непосредственно B(E2)/Q2
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A method for extrapolating variational calculations to large model spaces based on 
machine learning of an ensemble of neural networks is discussed. 

We used a new neural network topology, different from the paper Negoita e.a. PRC 99 
(2019), and formulated criteria for selecting trained networks.

Predictions of the ground state energies of 6Li, 6He, 6Be nuclei and excited states 3+0 
and 0+1 of 6Li nucleus show good convergence with high statistical significance. 
The prediction errors are comparable to the accuracy of the NCSM calculations (1 keV) 
and do not exceed the errors of extrapolations PRC 99 (2019).

The error in predicting the root-mean-square point radii 𝑟(, 𝑟), 𝑟* is somewhat worse, 
about one percent, but, in general, the convergence of the results is also quite good.

The suggested method is universal and can be applied to other observables, such as 
the quadrupole moment, the probabilities of electromagnetic transitions, and so on.

Conclusion
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